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Abstract
In this we designed and analyzed a mathematical model for the population dynamics of the Aedes
aegypti. In this model it is included the biological cycle of the vector and the control strategies,
chemical for the adult and biological for vectors immature. A system of differential equations
describing the dynamics is proposed in this model. The local stability was analyzed by means of
the mosquito growth threshold and it was also simulated the dynamics in different conditions.
The behavior of the growth threshold with the control strategies allows the determination of
control effectiveness.
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Resumen
En este trabajo hemos disen˜ado y analizado un modelo matema´tico para la dina´mica poblacional
del Aedes aegypti. En este modelo se incluye el ciclo biolo´gico del vector y las estrategias de
controles; qu´ımico para el adulto y biolo´gico para los vectores inmaduros. El modelo se plantea
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales que describen la dina´mica. La estabilidad local
se analizo´ mediante el umbral de crecimiento de mosquitos y tambie´n fue simulada la dina´mica
en diferentes condiciones. El comportamiento del umbral de crecimiento con las estrategias de
control permite la determinacio´n de la eficacia del control.
Palabras y frases claves: Modelos Matema´ticos, Control biolo´gico, Control qu´ımico, Aedes
aegypti.
1 Introduccio´n
El dengue es una infeccio´n viral aguda que carece de vacuna como me´todo de
control, esto ha llevado a que los esfuerzos de las instituciones de salud se orien-
ten al control qu´ımico, cultural y biolo´gico del mosquito Aedes aegypti pero con
resultados parciales, puesto que el vector se ha venido extendiendo a regiones
donde antes no ten´ıa presencia principalmente debido a los cambios clima´ticos, y
a la adquisicio´n de resistencia contra algunos insecticidas. Estos aspectos hacen
que esta enfermedad viral sea de dif´ıcil control y por lo tanto de gran impacto en
la salud pu´blica. En este sentido, uno de los problemas de mayor importancia en
la eco-epidemiolog´ıa matema´tica del dengue cla´sico consiste en determinar estra-
tegias adecuadas de control y para ello resulta ser de gran valor el aporte que los
modelos matema´ticos pueden hacer a la comprensio´n de la problema´tica.
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Los me´todos biolo´gicos de control del mosquito consisten ba´sicamente en la
utilizacio´n de enemigos naturales de los mosquitos y de toxoides biolo´gicos. Se han
observado plantas depredadoras, invertebrados como Toxorhynchites (un ge´nero
de mosquitos) y animales vertebrados como peces, ranas y patos que se alimentan
de estad´ıos del mosquito, virus, bacterias y hongos entomo´patogenos y larvas de
odona´tpteros [14],[30].
Los peces larv´ıvoros ma´s usados para el control del mosquito son Gambusia y
guppy Poecilia reticulata, pero no han sido usados a gran escala en los programas
de control y se sigue estudiando en laboratorio y campo su efectividad como
potenciales controladores biolo´gicos. Al respecto se han realizado investigaciones
experimentales en laboratorio y campo y con un enfoque de modelado matema´tico
[6],[4],[5],[17],[27],[28],[30].
En relacio´n al modelado matema´tico en dengue, se han construido y analiza-
do modelos matema´ticos con base en sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias, ecuaciones diferenciales parciales, ecuaciones ı´ntegrodiferenciales y redes
topolo´gicas orientados a estudiar:
• La dina´mica de transmisio´n del dengue cla´sico con poblacio´n humana cons-
tante y poblacio´n humana variable [2],[7],[10],[18],[9].
• La transmisio´n vertical en el mosquito [12].
• La dina´mica de transmisio´n espacio - temporal [1],[26].
• La dina´mica de transmisio´n de los diferentes serotipos de virus [11],[13].
• La dina´mica poblacional estoca´stica [22],[25].
• La dina´mica de estructura poblacional [20],[24],[25].
• El control del mosquito: utilizando el efecto de los adulticidas y larvicidas
en las tasas de mortalidad constantes [31],[21].
• Estrategias de control aplicando el Principio del Ma´ximo de Pontryagin
[3],[16],[15].
El principal objetivo de este trabajo es construir y analizar un sistema dina´mi-
co que modela el crecimiento poblacional de A. aegypti y que permite establecer
estrategias de control qu´ımico, biolo´gico y qu´ımico - biolo´gico orientadas a dismi-
nuir la incidencia del dengue cla´sico y en consecuencia el impacto socio-econo´mico
y cultural sobre la poblacio´n humana.
El modelo propuesto para la dina´mica de crecimiento poblacional del A. aegy-
pti esta´ planteado con base en los modelos tipo presa-depredador y considerando
control qu´ımico y biolo´gico del mosquito, el cual es considerado como la presa. El
modelado de la dina´mica se justifica teo´ricamente como un proceso estoca´stico
Control qu´ımico y biolo´gico del Aedes aegypti 65
continuo con estados discretos y tasas de transicio´n de flujos de Poisson, me-
diante ecuaciones diferenciales ordinarias para magnitudes promedio. El proceso
integra el ciclo de vida del A. aegypti, el estad´ıo del mosquito maduro y un
estad´ıo inmaduro (huevo, larva, pupa). Se considera adema´s la mortalidad por
qu´ımico adulticida, crecimiento log´ıstico del depredador, capacidad de carga de
los criaderos y la depredacio´n sigue una respuesta funcional tipo I de Holling. Se
establecen criterios para diferentes estrategias de control con base en el umbral
de crecimiento del mosquito.
Una vez planteado el modelo que interpreta la dina´mica en la seccio´n 2, se
realiza el ana´lisis de estabilidad local de cada solucio´n estacionaria con base en el
umbral de crecimiento poblacional del mosquito. Se aplica el criterio de Bendixson
para probar la no existencia de o´rbitas perio´dicas en la regio´n de sentido biolo´gico
del sistema y se establecen criterios de control del mosquito, correspondientes a las
estrategias de control qu´ımico, control biolo´gico y control qu´ımico-biolo´gico. En
la seccio´n 4 se presenta la simulacio´n nume´rica del modelo en diferentes escenarios
hipote´ticos y considerando las diferentes estrategias de control. Finalmente en la
seccio´n 5 se hace un resumen de resultados y se muestran las conclusiones del
trabajo.
2 El modelo
La dina´mica de crecimiento poblacional del mosquito A. aegypti con control
qu´ımico adulticida y control biolo´gico, se interpreta como un proceso estoca´stico
continuo con estados discretos y tasas de flujos de Poisson, mediante un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias para las magnitudes promedio.
En la formulacio´n del modelo se considera el ciclo de vida del mosquito (mos-
quitos maduros y estados inmaduros), se incluye un depredador pasivo del estado
inmaduro (huevos, larvas, pupas) del mosquito cuyo nu´mero de capturas es pro-
porcional al nu´mero promedio de presas , lo que concuerda con una respuesta
funcional tipo I de Holling. Se asume crecimiento log´ıstico del depredador con
capacidad de carga Kz, y capacidad de carga de los estados inmaduros Ky y
mortalidad del mosquito maduro por aplicacio´n del insecticida.
Las variables y para´metros del modelo son:
• x : nu´mero promedio de mosquitos maduros sin resistencia en un tiempo t.
• y : nu´mero promedio de estad´ıos inmaduros (huevos, larvas, pupas) en un
tiempo t.
• z : nu´mero promedio de depredadores de estad´ıos inmaduros (huevos, larvas,
pupas) en un tiempo t
• ω : tasa de desarrollo de los estad´ıos inmaduros (huevos, larvas, pupas) a
mosquitos maduros.
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• π : tasa de mortalidad natural de los mosquitos maduros.
• φ : tasa de ovoposicio´n de los mosquitos maduros.
• δ : tasa de mortalidad natural de los estad´ıos inmaduros (huevos, larvas,
pupas).
• Ky : capacidad de carga de los estad´ıos inmaduros.
• Kz : capacidad de carga del depredador.
• ρ : tasa de incremento del depredador.
• β : tasa de depredacio´n con β ≥ 0.
• α : tasa de mortalidad por aplicacio´n del insecticida con α ≥ 0.
Se considera que los para´metros de control α y β pueden variar a diferencia
de los dema´s para´metros del modelo ω, π, φ, δ, ρ, Ky y Kz que se consideran
constantes.


























con condiciones iniciales x(0) = x0, y(0) = y0, y z(0) = z0, con ω, π, φ, δ, β,
ρ, Ky, Kz ≥ 0 y definido en la regio´n de sentido biolo´gico:
ψ = {(x, y, z) ∈ R3 : x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ Ky, 0 ≤ z ≤ Kz}
3 Ana´lisis de estabilidad local
El sistema formado por las ecuaciones (1) a (3) es desacoplado en una v´ıa, puesto
que la ecuacio´n (3) no depende de las variables x e y.
Se inicia el ana´lisis determinando las soluciones estacionarias de la ecuacio´n
(3), es decir, donde dz
dt
= 0 y se obtiene z = 0 o´ z = Kz. Determinando que
z = zˆ0 = 0 es una solucio´n estacionaria trivial inestable.
En el caso de que z = Kz, la solucio´n estacionaria no trivial es estable.
Sustituyendo este equilibrio en la ecuacio´n (2), el sistema correspondiente (1) a
(3) se desacopla en el siguiente sistema:
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dx
dt






)− (ω + δ)y −
βKzy
y + η
= g(x, y) (5)
el cual tiene sus trayectorias en la regio´n de sentido biolo´gico:
Π = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ Ky}
Las soluciones estacionarias de este sistema son: la solucio´n estacionaria trivial
(0, 0) y la solucio´n de coexistencia determinada por la ecuacio´n cuadra´tica:
y2 + by + c = 0 (6)
con,
b = η +
Ky
ψ(α, 0)










(π + α)(ω + δ)
es el umbral de crecimiento poblacional del mosquito sin depredacio´n pero con
control qu´ımico. Este umbral indica el nu´mero promedio de mosquitos adultos
producidos por un mosquito, donde φ
π+α es el nu´mero promedio de huevecillos
producidos por un mosquito hembra, ω + δ es el total de estados inmaduros y
ω
ω+δ la probabilidad de que pasen al estado adulto.





que indica el nu´mero promedio de mosquitos adultos producidos por un mos-
quito, donde φ
π
es el nu´mero promedio de huevecillos producidos por un mosquito
hembra, ω + δ es el total de estados inmaduros y ω
ω+δ la probabilidad de que
pasen al estado adulto.




(π + α)(ω + δ + βKz
η
)
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e indica el nu´mero promedio de mosquitos producidos por un mosquito, donde
φ
π+α es el nu´mero promedio de huevecillos producidos por un mosquito hembra,
ω + δ + βKz
η
es el total de estados inmaduros y ω
ω+δ+βKz
η
la probabilidad de que
pasen al estado adulto.
Sustituyendo la ra´ız positiva y+ (que tiene sentido biolo´gico) de la ecuacio´n (6)
en la ecuacio´n (4) en equilibrio, resulta x = ω







Para analizar la estabilidad local de cada solucio´n estacionaria es necesario
linealizar el sistema correspondiente a las ecuaciones (4) y (5) en la vecindad de
dichas soluciones. Para ello se calculan los elementos de la matriz jacobiana en
el sistema de ecuaciones (4) y (5) derivando parcialmente las funciones f y g con




























xˆ− (ω + δ)−
βηKz
(yˆ + η)2
donde E es la solucio´n estacionaria. El sistema lineal en las variables u y v
para la solucio´n estacionaria de coexistencia es:
du
dt
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donde ψ(α, β) es el umbral de crecimiento del mosquito en presencia del de-
predador, definido antes.
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Para ψ(α, β) < 1, se verifica que γ < 0 y σ > 0. Por tanto, la solucio´n
estacionaria trivial (0, 0) es local y asinto´ticamente estable y corresponde a un
nodo. Los resultados anteriores conducen a formular el siguiente teorema:
Teorema 5. Si ψ(α, β) < 1 entonces la solucio´n estacionaria trivial del sistema
correspondiente a las ecuaciones (4) y (5) es local y asinto´ticamente estable.
En el caso ψ(α, β) = 1 se tiene γ < 0 y σ = 0, luego los valores propios
son: λ1 = 0 y λ2 = −γ. En este caso cr´ıtico se analiza la existencia de o´rbitas
perio´dicas.
3.1 Soluciones perio´dicas
Es claro que, el u´nico caso en que podra´n presentarse soluciones perio´dicas es
cuando ψ(α, β) = 1.
En este caso la ecuacio´n caracter´ıstica correspondiente a la solucio´n estacio-
naria trivial presenta una ra´ız nula, por esta razo´n estudiamos la existencia o no
de o´rbitas perio´dicas, mediante la aplicacio´n del siguiente teorema:
Teorema 6. (Criterio de Bendixson). Si en una regio´n simplemente cerrada








= f(x, y) (9)
dy
dt
= g(x, y) , (x, y) ∈ R2 (10)
donde f, g son al menos de clase C1, no tiene o´rbitas cerradas enteramente en
D [29].
Para aplicar este teorema al modelo en estudio considere las funciones f y g
como en (4) y (5), tal que:
∂f
∂x






x− ω − δ −
ηβKz
(y + η)2




















tiene signo negativo. De aqu´ı se
concluye el siguiente teorema:
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Teorema 7. (No existencia de o´rbitas perio´dicas) Para ψ(α, β) = 1 el sistema
(4) y (5) no tiene o´rbitas perio´dicas en la regio´n de sentido biolo´gico Π.
Para determinar la estabilidad local [8, 19, 23] de la solucio´n estacionaria de
coexistencia, se inicia escribiendo la matriz jacobiana con base en los coeficientes


























































+ (ω + δ)(π + α)(1− ψ(α, 0))
donde, ψ(α, 0) = φω(ω+δ)(π+α) . Por tanto, σ > 0 cuando ψ(α, 0) < 1 y en
consecuencia la solucio´n estacionaria de coexistencia es un nodo estable.
Teorema 8. Si ψ(α, 0) < 1 entonces la solucio´n estacionaria de coexistencia
del sistema correspondiente a las ecuaciones (4) y (5) es local y asinto´ticamente
estable (un nodo).
3.2 Estrategias de control
Estrategia de control biolo´gico: es decir, α = 0. El mosquito se controla si




























(ψ(0, 0)− 1) , ψ(0, 0) ≤ 1
llamado criterio de control biolo´gico.
Estrategia de control qu´ımico: es decir, β = 0. De manera similar el mosquito
se controla si ψ(α, 0) < 1. Luego,
φω
(π + α)(ω + δ)
< 1
φω < π(ω + δ) + α(ω + δ)







< α(ω + δ)
de donde,
α > π(ψ(0, 0)− 1) , ψ(0, 0) ≤ 1
llamado criterio de control qu´ımico.
Estrategia de control integrado: en este caso α �= 0 y β �= 0, es decir,
la poblacio´n de mosquitos y la poblacio´n de estados inmaduros se controla si
ψ(α, β) < 1. Por tanto,
φω




llamado criterio de control integrado.
4 Simulacio´n nume´rica
Los ca´lculos nume´ricos de los umbrales de crecimiento poblacional, las soluciones
estacionarias, el valor de la traza y el determinante, la simulacio´n y plano de fase
del modelo se hizo utilizando el programa MAPLE con las condiciones iniciales
y valores hipote´ticos de los para´metros que se muestran en el cuadro (1).
El umbral de crecimiento poblacional sin control es ψ(0, 0) ≈ 8.88. En este
caso la solucio´n estacionaria trivial (0, 0) es inestable y la solucio´n estacionaria
de coexistencia es yˆ =
Ky
ψ(0,0)(ψ(0, 0) − 1) ≈ 44 y xˆ =
ω
π+αy+ ≈ 29 es local y
asinto´ticamente estable.
Introduciendo el control qu´ımico (α > 0), la solucio´n estacionaria
trivial (0, 0) es local y asinto´ticamente estable (un nodo estable) si ψ(α, 0) < 1.
En este caso α > φω
ω+δ − π ≈ 2.37. Por ejemplo para α = 2.4 : ψ(2.4, 0) =
φω









72 C. Mar´ın, A. Mun˜oz, H. Toro y L. Restrepo
Cuadro 1: Variables y para´metros
Para´metros S´ımbolo Valor
Promedio de mosquitos maduros sin resistencia x(0) 20
Promedio de estad´ıos inmaduros y(0) 10
Promedio de depredadores de estad´ıos inmaduros z(0) 5
Tasa de desarrollo de los estad´ıos inmaduros ω 0.2
Tasa de mortalidad natural de los mosquitos maduros π 0.3
Tasa de ovoposicio´n de los mosquitos maduros φ 8
Tasa de mortalidad natural de los estad´ıos inmaduros δ 0.4
Capacidad de carga de los estad´ıos inmaduros Ky 50
Capacidad de carga del depredaddor Kz 70
Tasa de incremento del depredador ρ 0.35
Constante η 2.5
es local y asinto´ticamente estable.
En el caso de control qu´ımico y control biolo´gico la solucio´n estacionaria




2 con ψ(1, 0) ≈ 2.05 y si
β = 0.05:
b = η +
Ky
ψ(α, 0)















Para determinar la estabilidad de esta solucio´n estacionaria calculamos la
















+ (ω + δ)(π + α)(1− ψ(α, 0)) ≈ 0.5
Por tanto, la solucio´n estacionaria no trivial es un nodo estable.
4.3 Simulaciones y planos de fase
En las figuras (1-4) que se analizan a continuacio´n se muestra en el plano de la
izquierda la solucio´n nume´rica para x(t) en l´ınea continua y para y(t) en linea
interrumpida. En el plano de la derecha se muestra el correspondiente plano de
fases, que permite observar en cada caso la estabilidad del punto de equilibrio.
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Cada figura es obtenida variando los valores de α y β y manteniendo constantes
los dema´s para´metros del modelo.
Las gra´ficas de la figura (1), muestran el comportamiento estable en el tiempo
de la poblacio´n de mosquitos y de estad´ıos inmaduros sin control biolo´gico y sin
control qu´ımico, el comportamiento cualitativo en el plano de fase muestra la
tendencia de las trayectorias hacia el punto de equilibrio no trivial que en este
caso se comporta como un atractor.
Figura 1: Comportamiento en el tiempo de la poblacio´n de mosquitos maduros x (−) y la
poblacio´n de los estados inmaduros y (−−) sin control con ψ(0, 0) ≈ 8,88 y el respectivo
plano de fase.
Las gra´ficas de la figura (2), muestran el comportamiento estable en el tiem-
po de la poblacio´n de mosquitos y de estad´ıos inmaduros con control qu´ımico,
el comportamiento cualitativo en el plano de fase muestra la tendencia de las
trayectorias hacia la solucio´n estacionaria trivial (0, 0), equilibrio atractor.
Las gra´ficas de la figura (3), muestran el comportamiento estable en el tiem-
po de la poblacio´n de mosquitos y de estad´ıos inmaduros con control qu´ımico,
el comportamiento geome´trico en el plano de fase muestra la evolucio´n de las
trayectorias hacia la solucio´n estacionaria de coexistencia, equilibrio atractor.
Las gra´ficas de la figura (4), muestran el comportamiento estable en el tiempo
de la poblacio´n de mosquitos y de estad´ıos inmaduros con control qu´ımico y
control biolo´gico, el comportamiento geome´trico en el plano de fase muestra la
evolucio´n de las trayectorias hacia la solucio´n estacionaria de coexistencia.
El control integrado del mosquito depende de las tasas de depredacio´n y tasa
de mortalidad del mosquito por efecto del qu´ımico aplicado. Con una tasa de
depredacio´n baja de β = 0.05 y una tasa de mortalidad del mosquito (α) alta
por efecto del qu´ımico de 1,0, se alcanza un buen control para un umbral de
crecimiento del mosquito ψ(1, 0) ≈ 2.05.
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Figura 2: Comportamiento en el tiempo de la poblacio´n de mosquitos maduros x (−) y
la poblacio´n de los estados inmaduros y (−−) con control qu´ımico, ψ(2,4, 0) ≈ 0,99 y el
respectivo plano de fase.
Figura 3: Comportamiento en el tiempo de la poblacio´n de mosquitos maduros x (−) y
la poblacio´n de los estados inmaduros y (−−) con control qu´ımico, ψ(1,5, 0) ≈ 1,48 y el
respectivo plano de fase.
5 Resultados
Del desarrollo de esta investigacio´n se obtuvieron los siguientes resultados:
Se modelo´ la dina´mica de crecimiento poblacional del mosquito Aedes aegypti
integrando control biolo´gico mediante un depredador y control qu´ımico sobre el
mosquito maduro, con base en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
para las magnitudes promedio, correspondientes a un proceso estoca´stico continuo
con tasas de transicio´n constantes de flujos de Poisson.
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Figura 4: Comportamiento en el tiempo de la poblacio´n de mosquitos maduros x (−) y
la poblacio´n de los estados inmaduros y (−−) con control qu´ımico y control biolo´gico,
ψ(1, 0) ≈ 2.05, β = 0.05 y el respectivo plano de fase.
La reduccio´n del sistema de dimensio´n tres a un sistema de dimensio´n dos,
utilizando el desacoplamiento en una v´ıa.
Se realizo´ el ana´lisis de estabilidad local de las soluciones estacionarias del
modelo propuesto con base en los umbrales de crecimiento poblacional.
Se probo´ la no existencia de o´rbitas perio´dicas en la regio´n de sentido biolo´gico,
mediante el criterio de Bendixson.
Se determinaron los umbrales de crecimiento poblacional del mosquito depen-
diendo de la estrategia de control.
Se deducen criterios de control para las diferentes estrategias.
6 Conclusiones
Se concluye que la estabilidad del sistema depende de condiciones umbrales de
crecimiento del mosquito, la introduccio´n de control biolo´gico y qu´ımico en la
dina´mica poblacional es una buena estrategia de control del mosquito y el control
integrado del mosquito depende de las tasas de depredacio´n y tasa de mortalidad
del mosquito por efecto del qu´ımico aplicado.
Bajo los supuestos considerados en este modelo, la dina´mica poblacional del
mosquito no presenta comportamientos c´ıclicos, sino que dependiendo de las con-
diciones iniciales y de las estrategias de control empleadas, la poblacio´n de mos-
quitos sera´ eliminada del medio o permanecera´ en e´l de manera indefinida. Esto
podr´ıa explicar el comportamiento ende´mico del dengue en las regiones tropicales
y subtropicales del mundo, donde se cuenta con presencia del mosquito casi todo
el an˜o, ma´s au´n dadas las precarias estrategias de control que se implementan en
la pra´ctica.
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Es importante considerar en el modelado de la dina´mica poblacional de A.
aegypti el efecto que tienen los factores clima´ticos. Esto podr´ıa llevar a mejores
resultados, y permitir entender lo que que ocurrir´ıa en el caso de que el mosquito
colonice regiones geogra´ficas con mayores fluctuaciones ambientales.
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